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Resumen

La evaluacion de cambios en el bienestar, desde un enfoque microeconémico, se ha
concentrado en el calculo de la variacion equivalente y compensatoria a través del enfoque de
integrabilidad. Sin embargo, el uso de esta metodologfa implica especificar de manera precisa
la funcién de demanda de un bien o servicio. Dentro de las dreas sociales, la aproximacion
de funciones de demanda presenta varios inconvenientes, por lo que se pretende testear
la robustez del algoritmo de Vartia y verificar si, en sectores como el de la educacion, esta
metodologfa puede constituirse en un mecanismo alternativo para la medicion del bienestar

cuando existen cambios en los niveles de precio.
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Abstract

The standard approach in order to assess the changes in welfare is the calculation of the
equivalent variation or the compensating variation, which relies in what the literature has been
called the integrability method. This methodology needs a precise and well defined demand
function. In general the use of empirical approximations for this demand function has many
drawbacks. In this paper we test the robustness of Vartia algorithm instead of applying the
integrability method. We verify that, in sectors like education, this algorithm can be used as an
alternative mechanism to assess the changes in the welfare when the level of prices changes.

Keywords: Welfare, equivalent variation, compensating variation, Integrability, Alghoritm of
Vartia.

Clasificacion/Classification JEL: D63; 131

1. Elbienestar desde un enfoque microeconémico

El bienestar de un individuo representativo o de una sociedad es un concepto
multidimensional muy dificil de aproximar en la evidencia empirica; mas complicado aun
es realizar una cuantificacion del mismo. En esa linea, la teorfa econdmica realiza aportes
senalando, por una parte, que el bienestar puede ser visto a través de la suma del excedente del
consumidor, y por otra, que los cambios en el bienestar, bajo un equilibrio parcial, se pueden
aproximar mediante un andlisis de indiferencia, calculando las variaciones equivalente y

compensatoria'.

Cuando consideramos el excedente del consumidor y nos enfocamos en los cambios
en el bienestar de un hogar o de un individuo, es relevante considerar las variaciones en los
niveles de precio. Si estamos frente a una disminucion de precios, el cambio en el excedente del
consumidor es positivo, es decir, es una mejora en el bienestar del consumidor. En cambio, si
estamos frente a una subida de precios, la variacion del excedente del consumidor es negativa,
es decir, implica una disminucién en el bienestar del consumidor. El cdlculo de esta drea a

través de una integral serfa:

1 Ambas medidas del bienestar fueron introducidas por Hicks.
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As == [ g (p.m)dp
pl

donde: ¢ ( Dis m) = demanda marshalliana de un bien

Por su parte, el empleo de las variaciones equivalente y compensatoria se basa en un
andlisis de indiferencia, en el que se considera que el bienestar viene reflejado por el cambio
en los niveles de utilidad de un individuo cuando existen variaciones en los niveles de precio.

Recordemos que la Variacion compensatoria (VC) se refiere ala cantidad de dinero (renta)
que hay dar o quitar al individuo para dejarlo en su utilidad inicial con los precios finales; el
consumidor puede por tanto recomponer su canasta de consumo después del cambio en
precios. Por su parte, la Variacion equivalente (VE) es la cantidad de dinero (renta) que hay que
dar o quitar al individuo para dejarlo en el nivel de utilidad final con precios iniciales, es decir,
como si los precios hubiesen cambiado, o situacion equivalente a un cambio de precios (ver
Cuadro 1).

Cuadro 1
Precios y utilidad de referencia de laVC y de la VE
Variables vC VE
Precios Finales (p") Iniciales (p°%)
Utilidad Inicial (U°%) Final (U")

Los conceptos de VCy VE guardan una estrecha relacion con el enfoque de compensacion
de Hicks, segun el cual, a partir de la busqueda del efecto-sustitucion y del efecto-ingreso, las
medidas que estamos considerando definen la cantidad de dinero que hay que sustraer o dar
al individuo después del cambio en precios o precios e ingreso real. Sin embargo, el problema
con este enfoque es que la utilidad (U) es un concepto no observable y, por consiguiente,
no cuantificable. Esto imposibilitarfa contar con una medida del cambio en el bienestar del
consumidor en términos cuantitativos; sin embargo, a través de las extensiones del problema
primal y dual del consumidor podemos encontrar funciones como la Funcion de Utilidad
Indirecta (V), que posee dentro de sus argumentos variables cuantificables como el precio
(p) y elingreso (m), que permiten medir o evaluar los cambios en los niveles de bienestar de
un agente representativo.
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Empleando las extensiones del problema primal y dual del consumidor, y con la ayuda de
una funcion de utilidad indirecta se puede definir implicitamente la VC yla VE de la siguiente

manera:
V(p',m' = VvC)=V(p’m’)=U"
V(p',m* +VE)=V(p',m")=U"
Si obtenemos los pardmetros de la funcion de utilidad indirecta, podemos usar esta
funcién (reemplazando precios e ingreso iniciales y finales) para obtener directamente la VC

o la VE. Por otra parte, empleando la funcién de minimo gasto podemos definir de manera

explicitala VCyla VE para un cambio en el precio de la siguiente manera:
VC = e(p",U°) = e(p',U")
VE = e(p",U'") — e(p',U")

A partir de la definicion explicita podemos obtener en términos de integralesla VCyla VE

para un cambio en el precio. Para la VC tendrfamos:

VC = e(p°,U°) — e(p',U°)
VC = de(p,U°)

Si el cambio en el minimo gasto con respecto al precio es:

de(p,U’
de(p,Uo):e(gp )dp

y por el lema de Shephard la derivada del gasto con respecto al precio es la demanda hicksiana,
reemplazando, tenemos una expresion parala VC:

pi
ve == [ ¢! (p.U")dp.

Parala VE, serfa:
VE = e(p’,U") — e(p',U")
VE = de(p,U")
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Si el cambio en el minimo gasto con respecto al precio es:

delp.) = 2428 4

y aplicamos nuevamente el lema de Shephard, tenemos una expresion parala VE:

VE = qu’(p,Ul)dpi

0
Di

En el Cuadro 2 se puede observar un resumen de lo anterior:

Cuadro 2
Medidas de bienestar

Cambio o variacion en el

. Variacién equivalente
excedente del consumidor q

Variacidén compensatoria

Definiciéon implicita Definiciéon implicita
V(p',m' —VC)=V(p’,m’) =U" V(p*,m* + VE)=V(p',m') = U
Definiciéon explicita Integral Definiciéon explicita
VC = e(p’U’) — e(p.U") 4 VE = e(p"U") = e(p.U")
AS =— /qf’(pum)dn
Integral ki Integral
vC=— [ q!(p,U")dp. VE = | q!(p,U")dp:

P »

2. Medicion a partir de la dualidad: el problema de la integrabilidad

Elproblema delaintegrabilidad consiste en recuperarlafuncion deutilidad del consumidor
apartir de la funcion de demanda; las implicaciones de lo anterior son significativas en cuanto

al buen comportamiento de una funcién de demanda.

Recordemos que si x (p, m) es un sistema de funciones de demanda que maximizan la
utilidad, se puede resumir el comportamiento observable del consumidor en los siguientes
tres puntos (Jehle y Reny, 2011):

+ Presupuesto equilibrado es decir: p - x (pm) = m.

+ Semidefinida negativa: la matriz de Slutsky asociada s (pm) debe ser semidefinida

negativamente.
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+ Simetria: s (pm) debe ser simétrica

Estas tres condiciones garantizan que la funcién de demanda sea homogénea de grado
Cero en precios e ingreso, es decir que si los precios y el ingreso suben en una misma cuantia,

la cantidad demandada deberia seguir siendo la misma?.

De acuerdo con la intuicion de Antonelli, si una funcion que depende de precios e ingreso
satisface las tres condiciones anteriores, refleja la funcion de demanda para algiin consumidor
que maximiza su utilidad, es decir, es una funcién de demanda continuamente diferenciable
de buen comportamiento y que agota la renta. Por su parte, de acuerdo a Border (2003), se
puede considerar una funcién de demanda x* tal que:

xR XRY
la que se obtiene de un proceso de maximizacion de la utilidad 1, y que al ser reemplazada en

la utilidad inicial nos permite obtener una funcién de utilidad indirecta (V), que puede ser

definida como:
V(p.m) = u(x(p,m))

Dado que u es no saciable localmente, la funcion de utilidad indirecta es estrictamente

creciente en m.
Por su parte, la funcién de gasto hicksiana (e) estd definida por:
e(p,V)=min{p x:u(x) =V}

Dellema de Shephard se sabe que:

%p’iv) =x!'(p,V) = x/(p,e(p,V))

Suponiendo que Vestd dada, podemos tener la ecuacion diferencial total:

¢(p)=x(p,e(p))

La solucion a la anterior ecuacion diferencial y el valor de V se da considerando lo
siguiente: Border (2003) sefala que en el cdlculo, por lo general, las ecuaciones diferenciales

2 Para mayor detalle se recomienda revisar el teorema "Presupuesto equilibrado y simetria implica homogeneidad”.
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tienen muchas soluciones, a menudo indexadas por “constantes de integracion”. Por ejemplo,

tomemos la ecuacion diferencial simple:

’

y =a
Para alguna constante g, la forma general de la solucion es:
y(x)=ax+C

donde C es una constante arbitraria de integracion, lo que significa que la ecuacion diferencial
y' = g tiene infinitas soluciones, una para cada valor de C. Si asumimos el pardmetro V como
constante, entonces puede ser tomado como una constante de integracién.

También se puede mencionar y rara vez especificar a C como una ‘condicion” del
problema, siempre y cuando no conozcamos la funcion “y” de antemano. En lugar de ello,

usualmente se usa la condicién inicial (x,y°), especificando de la siguiente manera:

y(x’) =y’

En este caso simple, la forma de trasladar la condicion inicial en la constante de integracion

es resolver la ecuacion:
YV=ax"+C=C=y" —ax’
y reescribir la soluciéon como:
y(x) = ax + (' —ax’) = y' + alx = x°)

En vez de hacer explicito que la solucion depende de las condiciones iniciales, muchos
textos de ecuaciones diferenciales reescriben la solucién como:

y(xx°%y°) =y + (x — x°)

A partir de esto, se tratard de responder qué significaria resolver la ecuacion diferencial de
la seccién anterior e'( p) =x ( p,e ( p)), una condicion inicial correspondiente para la
‘constante de integracion” Ves el par (p’m’) que satisface:

e(p”V)=m’
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De la equivalencia de minimizacion del gasto y maximizacion de la utilidad, sujetos a un

presupuesto dado, obtenemos la relacion:
V=V(p'm°)=u(x(p’,m°))

De acuerdo a Hurwicz y Uzawa, definimos las funciones de ingreso compensadas en

términos de la funcién de gasto hicksiana a través de e:

w(p;p"m°) = e(p,V(p",m°))
Obsérvese que:

0

p(p'ip’sm") = m
y
du(p;p"m’) _ de(p,V)

, o X (V) =xi(p.elp.V)) = xi (p.p(psp’,m”))

En otras palabras, las funciones de ingreso compensadas dan la solucion a

€(p> = ﬂ(p;po,m()),alaecuaciéndiferencial e'(p) = X*(p,e(p));entérminos de

la condicioén inicial se tiene: € ( p0> =m’.

Analizando la funcién de ingreso compensadas y (p¢, m°) como variables de interés si

fijamos cualquier precio, p° € R+ yse define la funcién v: R+ X R+
v(p,m) = u(pp,m) = e(p ,V(p,m))
La funcién “v” es otra funcién de utilidad indirecta. Esto es:
vip,m)=v(p' ,m') e V(ip,m)=V(p' ,m)

Para observar esto, e es estrictamente creciente en V]

v(p,m) = e(p V(p,m))=e(p V(p',m)) =v(p' ,m) e V(p,m)=V(p' ,m')

Podemos usar v para encontrar la utilidad U, al menos en el rango de x* por:
U(x) = u(pp,m) donde x=x(p,m)
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Border (2003) detalla cémo se puede obtener la funcion de utilidad a partir de demandas
de mercado. Dada una funcién de demanda x™*:

a) resolver de ‘alguna forma™ la ecuacién diferencial:

ou(p) _ .
o, = X (pu(p))
Escribir la solucion de manera explicita en términos de las condiciones iniciales

1(p°) = m’ como p(p;p°,m"°).

b) Usar la funcién y para definir la funcién de utilidad indirecta v:
v(p,m) = p(p’sp.m)

¢) Invertir la funcién de demanda para tener (p, m) como funcién de x*

d) Definirla utilidad en el rango de x*:

U(x) = u(pip,m) donde x=x(p,m)

3. Algoritmo de Vartia

El aporte del algoritmo de Vartia en materia de evaluacion del bienestar es que se puede
calcular el ingreso compensado, a partir de una aproximacién numérica (Vartia, 1983). La
ventaja de este algoritmo, a diferencia del problema de integrabilidad, es el célculo de VC'y
VE sin la necesidad de recuperar funciones de utilidad y resolver ecuaciones diferenciales. El
algoritmo se basa en una resolucion a partir de técnicas iteradas numéricas de funciones de
demanda implicitas, lo cual hace versitil el calculo para cualquier funcion de demanda. En
contrapartida, es necesario iterar la mayor cantidad de veces la aproximaciéon numérica para
poder tener un resultado lo mds exacto posible; si el nimero de iteraciones tiende al infinito, el
resultado siempre serfa exacto. Claro estd que también dependeré de la funcion de demanda
para que la convergencia al resultado sea lo més rapido posible y no sea siempre en el infinito.
Esta demds decir que, al ser una solucion que se mejora conforme se realizan las iteraciones,
ésta debe ser programada, puesto que a partir de célculos manuales serfa casi imposible tener
resultados fehacientes.

3 Lo expresion de “alguna forma” se refiere al hecho de que en las ecuaciones diferenciales, sean éstas ordinarias
0 no, existen diversas técnicas para poder encontrar la solucion. No existe un Gnico método de resolucion.
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Para analizar los cambios en el ingreso, Vartia parte de las condiciones de movimiento sobre
las superficies de indiferencia. En lo que sigue se presenta una revision del concepto bsico sobre
el cual fue construido dicho algoritmo, y la forma en la que éste se aproxima a los resultados

obtenidos mediante la integrabilidad.

Sea t una variable auxiliar tal que O<t<1 y que p (); una curva diferenciable en el espacio de
precios que conecta de p’=p (0) a p'=p(1). m(t) es cualquier nivel de ingreso desde m’=m(0).
Siu(x) es una posible funcién de utilidad, entonces V (p, m)=u(x (p, m)) esla correspondiente
funcion de utilidad indirecta. Diferenciando totalmente V (t)=V (p (t), m (t)) con respecto a

f se tiene:
av(t) _ 5 V(p(2).m(1)) dp(1)  V(p(t),m(t)) dm(r)
dt i=1 3171-(1‘) dt 8m(t) dt

Lo anterior es la tasa de cambio en la utilidad para cada punto t cuando los precios p (t) e

ingreso m (t) cambian de manera arbitraria. Usando la identidad de Roy tenemos:

WMD) 3 m( D[ L5 = 3 p(1m(1) 4

v ( b m) es estrictamente creciente en m, A ( b m)>0, entonces la condicion necesaria y
suficiente para x (p (t), m (t)) de movimiento sobre la misma superficie de indiferencia es la
tasa de cambio en la utilidad para cada t € [0,1], 1o que lleva ala ecuacién diferencial de primer

orden en m (1):

dm(t) Zx,(p (t))dpi<t)

Esta es la ecuacion bésica para el andlisis de Vartia. Sin embargo, m(t) es una funcion
desconocida a ser resuelta®. Para resolver la ecuacion bdsica de Vartia, el autor aproximé el
algoritmo a partir de métodos numéricos, cuya principal caracteristica es la iteracion para
lograr una convergencia al resultado. Las técnicas mds relevantes son: Método de Euler,

4 Integrando la ecuacion anterior se tiene:

m(e)—m' = zfx,@(t)m(z))dﬂ“)
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Método de Euler mejorado o Formula de Heun, Método de Taylor de tres términos, Método
de Runge-Kutta, Método de Adams-Bashforth/Adams-Moulton y Método de Milne. Para
entender de donde sale la ecuacion bésica de Vartia se muestra la resolucion del problema
de pérdida o ganancia de bienestar del consumidor, mediante los primeros dos métodos

senalados.
a) Método de Fuler

Zill (1997) sefala que una de las técnicas mds simples para aproximar soluciones
de ecuaciones diferenciales se conoce como método de Euler, o de las rectas tangentes.
Supéngase que se desea aproximar la solucion del problema de valor inicial:

Y =fx,y), y(x) =y

Si h es un incremento positivo en el eje X, entonces se puede encontrar un punto (x y
y,)=(x,+h,y,) sobre la recta tangente a la curva de solucién desconocida en (x, y,), tal como
se muestra en el Grafico 1.

Grafico 1: Método de Euler comiin

Curva de solucidn

f—"1xa.y(x:))

pendiente=y’y

=¥

X0 x); =xo+h
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Por la formula de punto y pendiente de la ecuacion de una recta se tiene:

Y™ Yo _

m—yo o bien y =y, + hy,

dondey =f(x,y,). Sise denomina ax +h como x , entonces el punto (x,, y ) enla tangente es
una aproximacion al punto (x,, y(x,)) en la curva de solucién; esto es y =y(x,). Por supuesto,
la precision de la aproximacion depende fuertemente del incremento h. Por lo comun se debe
seleccionar el tamaiio de paso que sea ‘razonablemente pequeno’”

Suponiendo un valor uniforme (constante) de h, puede obtenerse una sucesion de
puntos (x,y ), (x,y,), ..., (x, ), los cuales es de esperar se encuentren cercanos a los puntos
(x,y(x)), (x,(x), ..., (x,y(x ) (ver Grifico 2). Ahora, utilizando (x,,y ) es posible obtener

elvalor de y,, el cual es la ordenada de un punto sobre una nueva recta “tangente”. Se tiene as

% =y o bien Y2 =y + h}’1 =y + hf(xl,yl)

Grafico 2: lteraciones del Método de Euler comuin

y -~
{x.h}'{xj.u
(o y(x2)) curva de
solucion
5 {x3,y3)
tovd | "YU Ny
-~ ! e
xlﬂ XIJ J.I’;' .x:j‘ '1;'
h
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En general se deduce que:

Vir1r = Y T+ hy}c
Vir1 = Y T hf(xk,yk)
donde x,=x,+kh

De manera anédloga, se puede deducir que:

Ve = Yi-1 + hy‘H
Ve =yt hf(xk—1,Yk—1)
donde x_ =x,+(k-1)h

La diferencia entre x -x, | es h. Resolviendo la ecuacion basica de Vartia se tendrfa:

k

my = m—, + hX(p(tk—l),m(l‘k—l))(Pl _po)
My = My—y + Qk—lh(pl _p())

Para este caso, la diferencia entre t -t _=h. Si se reemplaza dicha identidad en la diferencia
de la “ruta” que conecta los precios se tendrd: p (¢ )-p (t, )=h (p- p°), obteniendo la primera

version del algoritmo de Vartia.

M — M-y = Ger (Pe — pii)

Sin embargo, la solucion bajo este método presenta errores de truncamientos locales y
globales, como lo muestra Zill (2009). Dichos errores se dan porque en la sucesion de valores
Yy Yy )y queson generados, el valor de y, usualmente no concuerda con la solucion realen x,
en particular, y(x ), porque el algoritmo s6lo da una aproximacién de linea recta a la solucion.
Esto ocurre en cada paso, es decir, si se supone que y, es precisa, entonces y,_, tendrd error de
truncamiento local. El error total en y,_ | es una acumulacion de errores en cada uno de los pasos

de iteracion previos. Este error total se llama error de truncamiento global.
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b) Método de Euler mejorado o formula de Heun

La férmula:
+ L, Y ks
Yer1 = i +h f(Xk’yk) J;(xk LY & 1)
donde Yier =yt h(xey0)

se conoce como férmula de Euler mejorada, o formula de Heun. Los valores f (x, y) y f
(x, D ) son aproximaciones a la pendiente de la curva en (x,y(x) y (x_y(x, )); en

consecuencia, el cociente:

f(xk,)’k) +f(xk+1,y*k+1)
2

puede interpretarse como una pendiente promedio en el intervalo entre X, Y%,
+1

Las ecuaciones de la formula de Heun pueden visualizarse ficilmente. En el Grifico 3 se
muestra el caso en que k=0. Obsérvese que:

flxo,y0) vy flo,y')

son pendientes de las rectas que se indican, las cuales pasan porlos puntos (x,y ) y (x %),
respectivamente. Tomando un promedio de estas pendientes, se obtiene la pendiente de las
rectas oblicuas punteadas. En vez de seguir la recta de pendiente w=f(x, y,) hasta el punto de
ordenada y*, obtenida mediante el método de Euler normal, se continua la recta por (x, y )
con pendiente W hasta llegar ax,. Examinando el Grafico 3 parece factible admitir que y, es
una mejora de y*,. Zill (1997) muestra que el método de Euler mejorado es mds preciso que

el método de Euler comun’.

5 No se detallardn las diferencias de ambos métodos, sin embargo, se recomienda revisar la seccion 9.6 de Zill
(1997), el cual trata sobre errores y estabilidad.
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Grdfico 3: Método de Euler mejorado

- y
- Warom
owasflxn, )
curva de /-
solucidn wo=f{xa,y0)
(xuy*1)
’ 'h-:/ _,I'-[J.':.,_I."}*_,I'-[_!'“_I.-"Ij
Xp X1 '1;.
—_
h

Ademés, podriamos decir que el valor de

Y1 = Yo+ hf(x0,30)

predice el valor de y(x ), en tanto que

+ *
yl — y() + hf(xO,yO) 2f(‘x1,y1)

corrige esta estimacion.

Una version andloga de la formula de Heun es:

v)+ —1, Vi-
Ve =Yt h LY Zf(Xk Y1)

donde V=Y T+ h(Xk—1,yk—1)

Resolviendo una vez mas la ecuacién basica de Vartia se tiene:

x(p(t),m(t)) + x(p(ti-1),m(t-1)) (p' = p°)

mp=nm- +h 2
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De la anterior seccién se sabe que p,-p,_ =h(p'- p°); entonces:

= 4 SRR i)

Realizando algunas operaciones, obtenemos nuevamente el algoritmo principal de Vartia®.

my — M- = %(Qk + C]k—l)(pk _pk—l)

donde qr = x(pk,mk)

4. Aplicacion empirica

Habiendo determinado el marco conceptual para la evaluacion de cambios del bienestara
partir deun enfoque microecondmico, en esta seccion se realiza una aplicacién empiricaenun
sector social, tal cual es la educacion primaria en Bolivia, calculando la Variacion Equivalente,
inicialmente con el método de integrabilidad y posteriormente con el algoritmo de Vartia, a
fin de verificar si este ultimo puede reproducir los resultados de integrabilidad, sin necesidad

de tener una especificacion formal de la funcién de demanda por este servicio.

Se realiza tnicamente el cdlculo de la Variacion Equivalente, debido a que se asume una
disminucion del 1% en el precio de la educacién primaria; en tal sentido, definida una baja
del precio a fin de garantizar un mayor bienestar a los hogares, es relevante el calculo de dicha

variacion.
a) Estimacion de la demanda por servicios de educacion

Se estim¢ la demanda por educacion utilizando la encuesta de hogares del ano 2012,
tomando tnicamente el nivel primario. La unidad de andlisis fue el hogar y las demandas
estimadas consideraron datos mensuales, de cantidad, precio y la aproximacion de ingreso. La
cantidad de horas demandadas por educacién primaria (q) fue aproximada con el nimero de
horas que destinan los nifios, por hogar, al asistir a la escuela. El precio de la educacién (p) se

aproximo a partir del gasto del hogar que se realiza en educacion al ano en cada miembro” que

6 Enel paper de Vartia (1983) se realizan ofras consideraciones para los valores iniciales. Para entender con mayor
precision estos detalles se recomienda revisar el documento original.

7 No es el fotal del gasto del hogar en educacion primaria, sino lo que se gasta de manera individual.
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recibe educacion primaria; lo anterior incluye matricula, pensiones, transporte, etc, elementos

que permiten el acceso al nino o nina a la escuela.

Elingreso (m) deberfa estar constituido por el ingreso disponible que destina cada hogar
en cada nino o nina; el criterio principal considerado es el cdlculo del ingreso disponible por
persona dentro del hogar, sin tomar en cuenta a los ninos que van a primaria, debido a que
ellos no deciden directamente si van 0 no ala escuela. Por los problemas de colinealidad entre
variables, se considera el problema primal del consumidor, que consiste en maximizar un nivel

de utilidad dado un nivel de precios e ingreso, es decir:

maxu(z) sujetoa: p',<m

zERY

En este caso, z es una cesta de bienes que consume el individuo, y p', un vector de precios.

Entonces se puede decir para este caso en particular que el ingreso es:

m = px(p’m> +purrosx0tros(pmms’m) + a

0, de manera equivalente:

m — pq +p0trosqotros + a

Donde p es el precio de la educacion; g, la cantidad de demandantes por educacion;
p*", un vector de precios de otros bienes; ¢, un vector de cantidades demandadas de otros
bienes; y g, el ahorro o desahorro del individuo. Este criterio se incorporard en los modelos de
demandas que se estiman en las siguientes secciones. Cabe resaltar que lo mds relevante es la

obtencién de los pardmetros a partir de las variables disponibles, y no al revés.
b) Modelo lineal de demanda
Sila funcién de demanda x (p, m) a estimar tiene la siguiente forma explicita:
q=x(pm)=p—ap+ym+e

donde P, a 'y y son pardmetros a estimar; € es el error de estimacion, la principal dificultad
es estimar; “y’, el ingreso de cada miembro del hogar, (m) no se encuentra en la encuesta
de hogares. Sin embargo, a partir del criterio del problema primal del consumidor, se puede
aproximar otra version de la funcion de demanda como:
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q = B —_ ap + ,),(pq +potro.\'qotros + a) +e

Reexpresando algunos términos se tiene:

qzﬁ_ap_i_ypq_j’_e,e: 7,(potrosqotros_i_a)_i_e

Donde ¢ es el nuevo error de estimacion. La estimacion de la ecuacion anterior genera un
problema de multicolinealidad, por lo que muchas veces, dependiendo de cudn alta o baja
sea esta, se recomienda no hacer nada al respecto. Claro estd que este criterio se aplica por lo
general si la multicolinealidad es baja; si la anterior expresion se estimara en una version log-
lineal, el coeficiente de determinacion serfa 1, presentando multicolinealidad perfecta y exacta,

por lo cual es necesario realizar medidas correctivas.

Como se conoce la forma de la multicolinealidad, se estimar la siguiente ecuacion:

otros otros + + e
b e ce=P"4 ra
l=w 1—-mw L—=7p

q

Laestimacion se deberia hacer porminimos cuadrados nolineales, definiendo inicialmente
valores iniciales para los pardmetros. Al existir la posibilidad de una baja convergencia, se opt6

por realizar dos estimaciones, siendo la ecuacion auxiliar la siguiente:

q=7rpq + u,u = ﬁ —ap + 7<p0tmsqotros + a) =
Donde u = error de estimacion de la ecuacion auxiliar.

La ecuacion auxiliar es reducible porque la dependiente () atn estd presente en la
variable dependiente (pq); reducirla significarfa un modelo que dependa tnicamente de p y
¢ olviddndonos del ingreso totalmente, asf que en lugar de emplear (pq) como tal, se usé una
variable proxy que es el ingreso disponible por persona del hogar (m_pc), sin tomar en cuenta
alos ninos en primaria®, obteniendo:

g=ym_pctruu=B—ap+ya+e

8 Es probable que m_pc recoja el efecto del gasto en otros bienes.
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De dicha estimacion se obtendrd el valor estimado para y. Una vez obtenido dicho

pardmetro se estimo:
g_m=[—ap+v,donde:q_m = q— ym_pc,v = ya+€&
donde v es el error de estimacion.

Los resultados de este modelo segin departamento para la regresion auxiliar
q="ym_pc+usonlos que se presentan en el Cuadro 3.

Cuadro 3
Valores del paradmetro y (demanda lineal)
Departamento Y R2

0.0430357

Chuquisaca 0.1804
(0.0084082)
0.0544117

La Paz 0.4492
(0.0039880)
0.0533758

Cochabamba 0.4137
(0.0035775)
0.0523502

Oruro 0.4957
(0.0689579)

0.069096

Potosi 0.2602
(0.0064199)
0.0457275

Tarija 0.5293
(0.0032975)
0.0418218

Santa Cruz 0.3599
(0.0036105)
0.0364666

Beni 0.2828
(0.0131328)
0.0568482

Pando 0.3807
(0.0102665)

Fuente: Elaboracion propia
Nota 1:Todos los par@dmetros tienen un p_value<0.001
Nota 2: En paréntesis el Error Esténdar
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Los resultados de la estimacion q_m= P — ap + v se presentan en el Cuadro 4:

Cuadro 4
Valores de los pardmetros « y B (demanda lineal)
Departamento [’ B R?
0.3560931 112.2966
Chuquisaca 0.1974
(0.0530147) (6.9677790)
0.1376999 67.34564
La Paz 0.1089
(0.0234606) (3.3188090)
0.1816656 77.83798
Cochabamba 0.1305
(0.0229785) (3.8714830)
0.1577308 57.20926
Oruro 0.0529
(0.0859273) (10.951310)
0.4858254 102.676
Potosi 0.115
(0.0946796) (6.8303490)
0.1909421 54.98178
Tarija 0.144
(0.0396551) (7.6087390)
0.1616019 79.33154
Santa Cruz 0.1267
(0.0278101) (4.1873740)
0.2181761 102.2835
Beni 0.0849
(0.0453404) (7.3871130)
0.53946 103.6157
Pando 0.2691
(0.1313958) (9.3465360)

Fuente: Elaboracién propia
Nota 1:Todos los par@dmetros tienen un p_value<0.001
Nota 2: En paréntesis el Error Esténdar

¢) Modelo Log-Lineal de demanda

Sila funcién de demanda x(pm) a estimar tiene la siguiente forma explicita:

m’

e
p

q=x(pm)=f
Donde B, a e y son pardmetros a estimar; y € es el error de estimacion, aplicamos logaritmos:

Ing=Inf—alnp+ylnm+ €

116



Radl Rubin de Celis y Lourdes Espinoza Vasquez

Bajo el criterio del problema primal del consumidor se tendria:
1nq = lnﬁ — alnp + 7’1n(pq +pmrosqotros 4 a) +e

o

otros 0[f05+
Ing=InB—alnp + ylnpge;e = yln(l + %) + e

Dondeeeselnuevoerrorde estimacion. Eneste caso en particularse tiene multicolinealidad
perfecta y ajuste en un 100%; sin embargo, desarrollando dicha ecuacion podemos obtener:

i 1n B ?/ J— a ) _ ,)/ < p()tm,\' q()tr().\' _|__ a) e
lnq_l—y+1—ylnp+5’5_1—yln1+ g
(€]

Ing=ca+calnp+e&a = 1135}/ c = ?1/:35

Surge otro problema, que es la estimacion de dos pardmetros reducidos ¢, y ¢, mientras se
tienen como incognitas los pardmetros estructurales 3, a e y, imposibilitando la obtencion de
los parémetros estructurales ; en consecuencia se tendrfan dos ecuaciones con tres incc’)gnitas.
En tal sentido, se realizaron dos regresiones bajo el mismo criterio empleado en la estimacion

dela demandalineal. La ecuacion auxiliar fue especificada como:
otros otros

+
Ing =ylnpg+wu=mnf—alp+ 7”1(1 " pi)qa) +e

Dicha ecuacién es atin reducible; dado que la variable dependiente (q) estd presente enla
independiente (pq), se usé una variable, el ingreso disponible por persona del hogar (m_pc),

sin tomar en cuenta a los ninos en primaria, obteniendo:

lnq: 71nmpc—+”;“zlnﬂ_a’lnp+7ln<l+ﬁ)+e
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Donde u es error de estimacion de la ecuacién auxiliar. De dicha estimacién se obtendra

el valor estimado para y. Una vez obtenido dicho pardmetro se estimo:

lgom=1Inf—alnp+vlg_m=1Inqg— ylnm_pc,v = 7ln<1 + g

ves el error de estimacion.

a

)+e

Los resultados por departamento para la regresion auxiliar Ing = yInm_pc + u;

obtenidos con el modelo Log-Lineal de demanda se presentan en el Cuadro S:

Cuadro 5
Valores del pardmetro y (demanda Log-Lineal)
Departamento v R?
0.7537929
Chuquisaca 0.9426
(0.0139625)
0.6823858
La Paz 0.9727
(0.0034746)
0.6845774
Cochabamba 0.9687
(0.0043698)
0.662208
Oruro 0.9731
(0.0093844)
0.7893095
Potosi 0.8929
(0.0144703)
0.6329191
Tarija 0.9839
(0.0065057)
0.6672591
Santa Cruz 0.9719
(0.0043903)
0.6998711
Beni 0.9754
(0.0090646)
0.7012794
Pando 0.9691
(0.0108341)

Fuente: Elaboracion propia

Nota 1:Todos los pardmetros tienen un p_value<0.001

Nota 2: En paréntesis el Error Esténdar
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Los resultados de la estimacién lg_m = Inff — @lnp + v se presentan en el
Cuadro 6:

Cuadro 6
Valores de los pardmetros o y B (demanda Log-Lineal)
Departamento A B R?

0.6141757 11.2572909

Chuquisaca 0.3845
(0.0579960) (0.2353426)
0.3568369 5.31011239

La Paz 0.1788
(0.0262690) (0.1229219)
0.4200601 7.11661364

Cochabamba 0.2437
(0.0331783) (0.1559193)
0.4233447 6.90806797

Oruro 0.2125
(0.0940530) (0.4215074)
0.7564765 18.7045536

Potosi 0.2812
(0.0790368) (0.3079494)
0.3718551 5.62465718

Tarija 0.328
(0.0557166) (0.2690910)
0.3718569 5.61893419

Santa Cruz 0.2532
(0.0377290) (0.1724603)
0.2081963 2.38219921

Beni 0.1033
(0.0556850) (0.2170455)
0.4140776 5.08063371

Pando 0.3169
(0.0868319) (0.3663495)

Fuente: Elaboracion propia
Nota 1:Todos los pardmetros tienen un p_value<0.001
Nota 2: En paréntesis el Error EstGndar.

5. Estimacion del bienestar en la educacion primaria
a) El problema de la integrabilidad

Obtenidos los parametros de las demandas especificadas para el calculo de las variaciones
equivalente y compensatoria mediante integrabilidad, recordemos que:

ae%’j;W) = x(p,e(p,w))
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De acuerdo a la funcion de demanda lineal explicita definida anteriormente se tiene:

de(pw) _ ,
o~ Baptrelpw)

En términos de la funcion de ingreso compensada, serfa:

du(p)

g ~Bmap+aup)

o

©—yn=p—ap

La ecuacion diferencial anterior se puede resolver por coeficientes indeterminados

(enfoque aniquilador)’. Por tanto, la funcién valor para esta demanda es:

v(p,m) — ﬂ(p*,p,m) — me*n) — %eﬂ'p + ﬁe*n? — Qpeﬂ'p
7 7
Para analizar la disposicion a pagar dado un cambio de precios, lo relevante es analizar la
pertinencia de una VC o VE; la variaciéon compensatoria da o quita al individuo un monto
de dinero a su ingreso para mantener la utilidad o bienestar a precios iniciales. Sin embargo,
cuando se intenta mejorar el bienestar del individuo, ante un aumento del consumo de
servicios de educacion primaria deberfa bajar el precio, por tanto, no trata de mantener la
utilidad o bienestar inicial, al contrario es una situacion que trata de mantener un bienestar
final o bienestar equivalente a una situacion en la que se reduce el precio de la educacion. La

disposicion a pagar més correcta de calcular serfa, por tanto, una VE.

Calculando el bienestar a precios finales, tenemos:

7 7

9 Se recomienda ver el capitulo de ecuaciones diferenciales lineales de orden superior, en Zill (1997).
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Este debe igualar al bienestar a precios iniciales, ajustado via ingreso, es decir, el ingreso

inicial mds el ajuste o disposicién a pagar (m' = m°+ VE). Por tanto, se tiene:

- ﬁe‘"’“— & 0o

0 1\ — 1 -7’ -7’
v(p,m)—me7”—787”+7 e
entonces:
mle*n)” _ Qe*n’" + ée*n)” _ Qp(le*WO — moe*n" _ le*n?‘ + ﬁeﬂp _ lpl =
7 7 7 7
Como ya se explic, se sabe que m' = m°+ VE, obteniendo:
VEe*Vp” + moe’YF“ — le’}’ﬁ“ + ﬁeﬂw” — Qp e*yp" = mOe*m‘ — le’}’l)' + ﬁeﬂvﬁ‘ — Qple*yﬂl
e Y 7 7 Y Y

La VE serfa entonces:
VE = m() (er(p‘)*p') _ 1) _ %(67(”“7"') _ 1) + f(ey(pop‘) _ l) _ %(pley(p”*p') _ p())

Para el caso de una demanda log-lineal tendriamos lo siguiente. Partimos de:

ae(gj;” = x(p,e(p,w))

De acuerdo ala funcion de demanda log-lineal tenemos que:

de(p,w) _ ,le(p,w)]
op =5 P

La funcién de ingreso compensada serfa:

du(p) L,
Tpp = pu(pyp
o)
K= Bp
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La anterior ecuacion es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden no lineal”. La

funcion valor asociada para esta demanda es:

pl—a

v(p,m) = pu(pip,m)=m""—(1~- ?’)BH;VCL v# 1

Si los pardmetros a e y son iguales a 1, la resolucion se debe hacer por el método de

Frobenious'". La funcién valor para este caso en particular es:

v(p,m) = pu(pip,m) = mp“Va,y = 1

Suponiendo una disminucion en el nivel de precios, nos interesa calcular la VE, porlo que,
calculando el bienestar a precios finales, tenemos:

v(p,m)=m"" = (1 - ?’)/3<1 )0:

Este debe igualar con el bienestar a precios iniciales, ajustado via ingreso, es decir, el ingreso

inicial mds el ajuste o disposicién a pagar (m' = m" + VE). Por tanto, se tiene:

v(p’m')=m"" = (1~ 7)5( )la

entonces:
VE+mf == = - st

La VE seria:

VE=|m == 1) =

10 Se recomienda ver el capitulo de ecuaciones diferenciales de primer orden, en Zill (1997).
11 Se recomienda ver el capitulo de ecuaciones diferenciales con coeficientes variables, en Zill (1997).
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Empleando las especificaciones anteriores se procedio a realizar el célculo de la Variacion
Equivalente para el sector primario de educacion, suponiendo la presencia de una disminucion
del 1% en el nivel de precios del servicio. Los pardmetros 3, a e y se estimaron y son conocidos;
el ingreso promedio mensual es Bs. 1.166,243. Este valor se aproximo a partir del monto
promedio que recibe cada miembro del hogar del ingreso disponible total de cada hogar.
Cabe resaltar como limitacion que este monto supone una distribucion dentro del hogar de
manera igualitaria; no se consider6 a los ninos que asisten a primaria como miembros del
hogar. Por otra parte, se asume que el precio o gasto promedio mensual de asistir a la escuela
es aproximadamente Bs. 100.60. Con todos esos supuestos, los resultados para la Variacion
Equivalente, calculada mediante integrabilidad, con las dos especificaciones de la demanda,
son los que se presentan en el Cuadro 7:

Cuadro 7
Cdilculo de la VE con el método de integrabilidad (en Bolivianos)
Departamento VE con demanda lineal VE con demanda Log- lineal
Chuquisaca 130.39988 143.32942
La Paz 120.99489 132.66048
Cochabamba 125.97842 135.04952
Oruro 105.84481 109.38045
Potosi 140.25021 160.04428
Tarija 91.82429 91.25963
Santa Cruz 114.99631 117.14373
Beni 126.00074 133.69427
Pando 120.00781 110.86837

Fuente: Elaboracién propia
b) Algoritmo de Vartia

Parala aplicacic’)n empirica del algoritmo de Vartia, se programo el mismo y se realizaron
100.000 iteraciones, tomando en cuenta los pardmetros estimados anteriormente.
Nuevamente se asumio un ingreso promedio de Bs.1.166, 243 y un gasto promedio escolar

de Bs. 100,60.

Considerando una disminucién del 1% en el precio de la educacion primaria, los resultados
encontrados para la Variacion Equivalente, tanto con una demanda lineal como con una log
lineal, son los que se presentan en el Cuadro 8:
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Cuadro 8
Cdlculo de la VE con el algoritmo de Vartia (en Bolivianos)
Departamento VE con demanda lineal VE con demanda log lineal

Chuquisaca 130.39855 143.32792
La Paz 120.99365 132.65910
Cochabamba 125.97713 135.04812
Oruro 105.84372 109.37932
Potosi 140.24876 160.04260
Tarija 91.82335 91.25870
Santa Cruz 114.99513 117.14252
Beni 125.99946 133.69288
Pando 120.00657 110.86723

Fuente: Elaboracién propia

Contrastando estos resultados con los obtenidos mediante integrabilidad, se observan
divergencias minimas equivalentes al 0.001%, mostrando por tanto la fortaleza de esta
metodologfa en lugar de la integrabilidad. Lo anterior respalda la idea de que este algoritmo
puede ser una medida alternativa para el cdlculo de cambios de bienestar, principalmente en
sectores sociales, donde existen muchas complicaciones para la aproximacion de funciones

de demanda.

6. Conclusiones

Las metodologfas de integrabilidad y el algoritmo de Vartia permiten aproximar cambios
en el bienestar ante variaciones en los niveles de precio. Si bien ambas son parecidas en los
resultados, dado que parten de un criterio de eficiencia, el nivel de flexibilidad de una frente ala
otra no es trivial. El enfoque de integrabilidad exige que el investigador conozca la resolucion
de ecuaciones diferenciales, que cambia en funcion a la forma que tome la demanda. Si bien
en este documento se traté de analizar diferentes modelos de demanda (lineal y log lineal),
esto no quiere decir que éstas sean las inicas formas de comportamiento que pueda presentar
la evidencia empirica, especialmente en sectores sociales como el de educacion o salud. En
contrapartida, el algoritmo de Vartia tiene una ventaja, traducida en la especificacion “directa’
de la funcion de demanda, sea cual sea su forma explicita. Si bien para aproximar la Variacion
Equivalente (0 Variaciéon Compensatoria) se requiere de varias iteraciones, al tener que

programarse el algoritmo, las mismas pueden realizarse de manera factible y fehaciente. El
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cdlculo de la Variacion Equivalente en el sector de educacion primaria en Bolivia, utilizando

integrabilidad y el algoritmo de Vartia, permitié concluir que, para aproximar cambios de

bienestar que responden a variaciones en los niveles de precio, el algoritmo de Vartia muestra

mayor flexibilidad respecto del enfoque de integrabilidad.
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